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ÖZET

Bu çal mada, tek bir kenar çatla  olan, bir aç kl kl , dikdörtgen kesitli kiri lerde düzgün
yay  yükleme alt ndaki dü ey yerde tirmeler analitik olarak belirlenmektedir. Hesap
modelinde çatlakl  kesit esneklik katsay  Lineer Elastik K lma Mekani i’nden elde edilen
bir dönme yay  ile temsil edilmektedir. Dönme yay  ile birbirinden ayr lan kiri  bölümlerinin
elastik e ri ifadeleri ntegrasyon Yöntemi ile belirlenmektedir. Bu yöntemle konsol kiri  ve
basit kiri e ait elastik e ri ifadeleri aç k ekilde elde edilmektedir. Bu ifadeler boyutsuz
büyüklükler kullan p yeniden yaz lmakta ve çatlak yeri, çatlak derinli i (büyüklü ü) ve
mesnet ko ullar  gibi parametrelerin etkileri incelenmektedir. Çal ma, çatlaklar n
mevcudiyetinin kiri  dü ey yerde tirmelerini, beklendi i gibi, önemli ölçüde etkiledi ini
ortaya koymaktad r.

Anahtar kelimeler: Çatlak, kiri , yerde tirmeler.

ANALYTICAL DETERMINATION OF DEFLECTIONS OF CRACKED BEAMS

ABSTRACT

In this study, the vertical deflections of single span, rectangular cross-sectional beams having
only one edge crack are determined analytically under the action of uniformly distributed
transverse loading. In the calculation model, the cracked section is represented by a rotational
spring whose flexibility coefficient is determined from the Linear Elastic Fracture Mechanics.
The elastic curve expressions of the beam segments separated by the rotational spring are
determined by the Integration Method. Using this method, the elastic curve functions of
cantilever and simply supported beams are obtained in explicit form. These expressions are
rewritten by using of the dimensionless quantities, and the effects of the parameters such as
crack location, crack depth (severity) and support conditions are investigated. The study
shows that the presence of cracks effects, as expected, the beam vertical deflections
significantly.

Keywords: Beam, crack, deflections.
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1. G

Malzeme üretim teknolojisindeki geli meler ile günümüzde oldukça kaliteli ve yüksek
dayan ml  malzemeler üretilebilmektedir. Buna kar k bu tür malzemelerle üretilen yap  ve
makina elemanlar nda zamanla, çe itli nedenlerden dolay  hasarlar olu abilmektedir. Çatlaklar
bu hasarlar n en önemlilerinden biri olup, bunlar yap sal bütünlü ü olumsuz etkilemekte ve
yap  elemanlar nda yerel esnekliklere yol açmaktad rlar. Bunun sonucunda yap sal eleman n
statik ve dinamik yükler alt ndaki davran nda belirgin de imler meydana gelmekte,
dayan m ve rijitli i dü mekte ve güvenli i azalmaktad r. Literatürde bu konularda çok say da
makale bulunmaktad r [1-5]. Çatlaklar n kiri , mil, plak gibi elemanlar n dü ey
yerde tirmeleri üzerinde de etkilerinin olaca  aç kt r. Bu çal mada, sadece bir tane çatla
olan, tek aç kl kl , dikdörtgen kesitli kiri lerde statik olarak etkiyen düzgün yay  yükleme
alt nda olu an dü ey yerde tirmelerin (sehimlerin) analitik olarak belirlenmesi
amaçlanm r. Aç kl klar  kesit yüksekliklerine göre yeterince büyük kiri ler dikkate al nm
ve buna dayanarak kesme kuvvetinin elastik e riye etkisi ihmal edilmi tir. Kiri  malzemesinin
do rusal-elastik, homojen ve izotrop oldu u, çatla n ise kiri  eksenine dik, üniform
derinlikli, ilerlemeyen aç k bir kenar çatla  oldu u kabul edilmi tir.

2. HESAP MODEL  VE PROBLEM N FORMÜLASYONU

Statik olarak etkiyen düzgün yay  yükle yüklü, sabit dikdörtgen kesitli, z = Lc’de ilerlemeyen
a derinli inde bir kenar çatla  olan ekil 1 a)’daki gibi bir kiri  göz önüne al ns n. Kiri in
hesap modeli ekil 1 b)’de gösterilmi tir. Burada, kiri i iki bölgeye ay ran çatlakl  kesit
dönme rijitli i Rθ olan kütlesiz bir dönme yay  ile temsil edilmi tir. Giri  bölümünde
belirtildi i gibi bir çatlak, bulundu u elemanda yerel bir esnekli e yol açmaktad r.
Literatürde, çatlakl  kesitler için Lineer Elastik K lma Mekani i teorisine dayan larak elde
edilen ve çatlak derinli inin bir fonksiyonu olan yerel esneklik katsay lar  verilmi tir. Örne in
Zheng ve Fan [2] h kesit yüksekli ine sahip dikdörtgen kesitli kiri lerde, a derinli inde
çatla  olan bir kesit için ξ = a/h olmak üzere

ekil 1. (a) Tek çatlakl  kiri , (b) kiri in hesap modeli.
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ifadesini vermi lerdir. Literatürde bu ifadeye yak n sonuçlar veren ba ka ifadeler de
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CR 1=θ (2)

olarak belirlenir. Böylece eldeki elastik e ri problemi; iki bölgeli ve bu bölgeler aras nda
dönme rijitli i (2) ifadesi ile belirli olan bir problem durumuna dönü mektedir. Elastik e ri
fonksiyonu birinci bölge ( )cLz ≤≤0  için v1(z), ikinci bölge ( )LzLc ≤≤  için v2(z) olarak
al nd nda

qzvEI v =)(1    , qzvEI v =)(2 (3a,b)

ifadeleri yaz labilir. Bu ifadelerin ard k olarak dört kez integrali al narak v1(z) ve v2(z)
fonksiyonlar  toplam 8 integral sabitine ba  olarak yaz rlar. Herhangi bir kiri in iki ucunda
4 ko ul yaz labilir. Gerekli olan di er 4 ko ul ise kiri  bölgelerinin s nda, yani dönme
yay n oldu u yerde yaz lacak ko ullard r. Burada, yerde tirmeler, e ilme momentleri ve
kesme kuvvetleri aras nda bir süreklilik oldu u halde, yay n iki ucunun farkl  miktarlarda
dönmesi yüzünden, dönmeler (e imler) aras nda bir süreksizlik olaca  aç kt r, ekil 2. Bu
ko ullar
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ekil 2. Çatlakl  kiri te dönme yay n oldu u kesitte e imlerin süreksizli i.

olarak yaz labilir. Böylece eldeki 8 ko ul kullan larak 8 integrasyon sabiti belirlenir ve v1(z)
ve v2(z) elastik e ri fonksiyonlar  elde edilmi  olur. Bu fonksiyonlar yard yla çatlak içeren
kiri lerde yerde tirmeler hesaplanabilir. Ayr ca, çatlak yeri, çatlak derinli i (büyüklü ü) ve
kiri  uç artlar  gibi parametrelerin yerde tirmeler üzerindeki etkileri de belirlenebilir.

3. ÇATLAKLI KONSOL VE BAS T K N ELAST K E FADELER

Bu bölümde birer çatla  olan iki kiri  için elastik e ri fonksiyonlar  yukar da aç klanan
ekilde elde edilmi tir.

3.1 Konsol Kiri
Bu kiri  için hesap modeli ekil 1 b)’de gösterildi i gibidir. (3a) ve (3b) ifadeleri ard arda dört
kez integre edildi inde

( )c
v LzqvEI ≤≤= 0,1 (5a)
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ifadeleri elde edilir. S r ko ullar z =  0  ve z = L’de yaz lan a daki ko ullar olup,
bunlardan
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de erleri elde edilmektedir. D1’in bu de eri bir önceki denklemde yaz larak 22
2 qLD =

olarak bulunmaktad r. Böylece dört sabit belirlenmi  olmakta, geriye kalan dört tanesi ise iki
bölgenin s nda, z = Lc , (4a) ve (4b) ko ullar  yaz p
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olarak elde edilmektedir. Sabitler (5e) ve (6e) ifadelerine yerle tirilerek elastik e ri
fonksiyonlar ;
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olarak belirlenmi  olmaktad r.

3.2 Basit kiri
Böyle bir kiri in hesap modeli ekil 3’de gösterilmi tir. Bu kiri  için hesap yap ld nda
integrasyon sabitleri

ekil 3. Çatlakl  basit kiri  için hesap modeli.
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olarak belirlenmekte ve elastik e ri fonksiyonlar
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eklinde elde edilmektedir.

4. FADELER N BAS TLE LMES  VE PARAMETR K NCELEMELER

Bu bölümde, bir önceki bölümde elde edilmi  olan elastik e ri fonksiyonlar  boyutsuz
büyüklükler yard yla daha kullan  bir halde yeniden yaz lm r. Söz konusu boyutsuz
büyüklükler

LLc=η  : boyutsuz çatlak yeri (11a)
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Lz=ζ  : kiri  boyunca boyutsuz koordinat (11b)
LREI θ=Ω  : boyutsuz çatlak büyüklü ü (11c)

olarak tan mlanmaktad r [6].

4.1 Konsol Kiri
Bu kiri  için (7) ve (8)’de verilen fonksiyonlar, (11)’de tan mlanan büyüklükler dikkate
al narak

[ ]
( ) ( )[ ]
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EI
qL

EI
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v  (12)

haline getirilmi  olurlar. Çatlaks z bir konsol kiri  için elastik e ri ifadesinin

( ) [ ] 1064
24

234
4

s ≤≤+−= ζζζζζ
EI

qLv (13)

oldu u kolayca belirlenebilir [7]. (12) ve (13) ifadelerindeki “ç” ve “s” üst indisleri, s ras yla
“çatlakl  kiri ” ve “çatlaks z kiri ” anlam na gelmektedir. Çatla n kiri  yerde tirmeleri
üzerindeki etkisini görmek için (12)’deki ifadelerden (13) ifadesi ç kar ld nda

( ) ( )





≤≤−−Ω×

≤≤
=−=∆

1112
24

00
2

4sç

ζηηζη

ηζ

EI
qLvvv (14)

sonucuna ula lmaktad r. Buradaki birinci ifade, yani 0, çatlakl  bir konsol kiri te, çatlak ile
mesnet aras ndaki yerde tirmelerin çatlaks z kiri inkine e it oldu unu ifade etmektedir.
kinci ifade ise çatlaktan sonraki kiri  bölümünde yerde tirmelerde artmalar oldu unu ve

bunlar n ζ ’ya do rusal olarak ba  oldu unu göstermektedir. ekil 4 a)’da 30.0== LLcη

ve 15.0==Ω LREI θ  de erleri için ( )EIqLv 244∆  büyüklü ünün ζ ’ya göre de imi
verilmi tir.

ekil 4 b)’de kiri in uç kesiti, 1=ζ , için çatlakl  ve çatlaks z durumlardaki yerde tirmelerin
fark n, boyutsuz çatlak yeri η ’ya göre de imi, Ω ’n n çe itli de erleri için çizilmi tir.

ekilden görüldü ü gibi Ω ’daki art la, yerde tirmeler fark  da orant  olarak artmaktad r.
Burada Ω  için (ve dolay yla bu büyüklü ün ba  oldu u boyutsuz çatlak derinli i ξ için)
küçük say labilecek de erler kullan lm r. Çatlak derinli inin ve buna ba  olarak Ω ’n n
artmas yla yerde tirmelerin de artaca , s r durum olarak Ω ’n n sonsuza yakla mas
halinde ise yerde tirmelerin de teorik olarak sonsuz de erine gidece i anla lmaktad r. Bu
durum, çatlakl  kesitin art k adi bir mafsal gibi davranmas  ve sistemin de bir mekanizma
halini almas  anlam na gelir. ekilden, mesnete yak n çatlaklar n daha büyük yerde tirme
art lar na sebep oldu u da aç kça görülmektedir. Düzgün yay  yükle yüklü bir konsol kiri te
en büyük e ilme momenti mesnet kesitinde oldu undan, burada ya da buraya yak n

mlardaki çatlaklar n etkisinin büyük oldu u anla lmaktad r.
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Yerde itirmeler fark  veren (14) ifadelerinin z’e göre ( Lz=ζ ) türevi al nd nda, çatlakl
ve çatlaks z durumlar aras ndaki e im fark  veren a daki ifadelere ula lmaktad r.

( )
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≤≤−Ω×
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=−=∆
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24

00
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3sç
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θθθ

EI
qL (15)

Bu ifadelerin ζ ’dan ba ms z oldu una dikkat edilmelidir. ekil 4 c)’de 30.0=η  ve
15.0=Ω  de erleri için ( )EIqL 243θ∆ ’n n ζ ’ya göre de imi verilmi tir. Çatlak olan

kesitte, 30.0== ηζ , e im fark ndaki atlama aç kça görülmektedir.

ekil 4. Bir konsol kiri te, yerde tirmeler fark n (a) ζ ’ya göre de imi ( 30.0=η ;
15.0=Ω ), (b) η ’ya göre de imi ( 1=ζ ; 05.0=Ω , 0.10 ve 0.20), (c) e imler fark n

ζ ’ya göre de imi ( 30.0=η ; 15.0=Ω ).
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4.2 Basit Kiri
Bu kiri  için (9) ve (10)’da verilen ifadeler (11)’de tan mlanan büyüklükler dikkate al narak
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EI
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EI
qL
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eklinde yaz lm  olurlar. Düzgün yay  yükle yüklü çatlaks z bir basit kiri  için elastik e ri
fonksiyonu

( ) [ ] 102
24

34
4

s ≤≤+−= ζζζζζ
EI

qLv (17)

olarak belirlenmektedir. (16) ifadelerinden (17) ç kar ld nda

( )

( )( )
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
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24
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2
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ηζζηη

EI
qL

EI
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vvv (18)

olarak çatlakl  ve çatlaks z kiri lerin yerde tirmelerinin fark  veren ifadeler elde edilir. Bu
ifadelerin her ikisi de ζ ’ya do rusal olarak ba r. ekil 5 a)’da 3.0=η  ve 15.0=Ω
de erleri için ( )EIqLv 244∆  büyüklü ünün ζ ’ya göre de imi çizilmi tir.

ekil 5 b)’de kiri in orta kesiti, 5.0=ζ , için yerde tirmeler fark n, boyutsuz çatlak yeri
η ’ya göre de imi, Ω ’n n çe itli de erleri için çizilmi tir. (18) ifadelerinden aç kça
anla ld  ve bu ekilden de görülebildi i gibi, yerde tirmeler fark , boyutsuz çatlak
büyüklü ü olan Ω  ile do rusal olarak de mektedir. Burada da Ω  için küçük say labilecek
de erler kullan ld na dikkat edilmelidir. Büyük çatlak derinliklerinin ve dolay yla büyük
Ω  de erlerinin çok daha büyük yerde tirme art lar na yol açaca  aç kt r. ekilden ayr ca,
aç kl k ortas ndaki bir çatla n en büyük yerde tirme art na yol açt , çatlak mesnete
yakla kça etkisinin azald  ve nihayet tam mesnet üzerinde iken etkisinin olmad
anla lmaktad r. Düzgün yay  yükle yüklü bir basit kiri te en büyük e ilme momenti aç kl k
ortas nda oldu undan, burada ya da buraya yak n kiri  bölümlerindeki çatlaklar n
yerde tirme art lar  üzerindeki etkilerinin büyük oldu u sonucuna var lmaktad r.

Son olarak (18) ifadesinin z’e göre ( Lz=ζ ) türevi al nd nda, çatlakl  ve çatlaks z
durumlar aras ndaki e im fark  veren a daki (19) ifadelerine ula lmaktad r. Bu ifadeler
de (15) ifadeleri gibi ζ ’den ba ms zd r. ekil 5 c)’de 30.0=η  ve 15.0=Ω  de erleri için

( )EIqL 243θ∆ ’n n ζ ’ya göre de imi çizilmi tir. Çatlak olan kesitte, 30.0== ηζ , e im
fark ndaki atlama net olarak görülmektedir.
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ekil 5. Bir basit kiri te, yerde tirmeler fark n (a) ζ ’ya göre de imi ( 30.0=η ;
15.0=Ω ), (b) η ’ya göre de imi ( 5.0=ζ ; 05.0=Ω , 0.10 ve 0.20), (c) e imler fark n

ζ ’ya göre de imi ( 30.0=η ; 15.0=Ω ).

Ele al nm  olan iki basit örnek, tek bir çatla n dahi, statik olarak etkiyen yükler alt ndaki
kiri  türü yap  elemanlar n yerde tirmeleri üzerinde önemli etkilerinin oldu unu
göstermi tir. Baz  yap larda, eleman kesit boyutlar n yetersizli i, malzeme kalitesinin
dü üklü ü ve/veya yükleme durumunun de mesi gibi nedenlere ba  olarak olu an çatlak
ya da çatlaklar n elemandaki sehimleri ne denli art rm  oldu u bir çok insan n gözlemledi i,
bu durumu gerçekleyen pratik bir örnektir.

Yukar daki kiri lerin her ikisi de görüldü ü gibi izostatiktir. Tek aç kl kl  hiperstatik kiri ler
de benzer ekilde incelenebilir. Ayr ca, çatlak ya da çatlaklar  olan sürekli kiri lerin (çok
aç kl kl  köprü kiri leri gibi) ve çerçevelerin incelenmesi de mümkündür. Ancak böyle büyük
sistemlerde, bu çal mada kullan lan diferansiyel denklem yakla  yerine, matris
yakla  kullanman n daha uygun olaca  belirtmek gerekir [6].

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

∆v
/(q

L
4 /2

4E
I)

ζ = z /L

(a)

Ω = 0.15
η = 0.30

0

0.04

0.08

0.12

0.16

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Ω = 0.20

0.10

0.05

(b)

ζ = 0.5

η = L c /L

∆v
/(q

L
4 /2

4E
I)

-0.15

0

0.15

0.3

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.2646

-0.1134

ζ  = z /L

∆θ
/(q

L
3 /2

4E
I)

Ω = 0.15
η = 0.30

(c)



8. Uluslar Aras  K lma Konferans  Bildiriler Kitab      7 – 9 Kas m 2007
Prooceedings of 8th International Fracture Conference  7 – 9 November 2007

Istanbul/TURKEY

50

5. SONUÇLAR

Tek bir kenar çatla  olan, sabit dikdörtgen kesitli ve tek aç kl kl  kiri lerde yerde tirmelerin
analitik olarak belirlenmeye çal ld  bu makalede konsol ve basit kiri  örnekleri ele al narak
elastik e ri fonksiyonlar  aç k bir ekilde elde edilmi tir. Boyutsuz büyüklükler yard yla bu
fonksiyonlar daha kullan  bir halde yeniden yaz lm  ve parametrik incelemeler yap lm r.
Bu incelemeler bir çatla n kiri in yerde tirmeleri üzerinde beklendi i gibi etkisinin
oldu unu ve bu etkinin sadece çatla n büyüklü ü ile de il, ayn  zamanda yeri ve kiri in
mesnet durumu ile ili kili oldu unu ortaya koymu tur. Büyük bir çatla n daha büyük bir
yerde tirme art na sebep oldu u a ikâr sonucu yan nda, bir çatla n, e ilme momentinin
büyük oldu u kiri  bölümünde yer almas  halinde yerde tirmelerde daha fazla art a yol
açt  sonucuna ula lm r.

Uygun esneklik katsay lar n kullan lmas  ile bu çal man n farkl  kesit ekillerine sahip
kiri lere uygulanmas  da mümkündür.
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