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OZET

Bu calismada, tek bir kenar catlag: olan, bir agiklikli, dikdortgen kesitli kirislerde diizgun
yayili yukleme altindaki disey yerdegistirmeler analitik olarak belirlenmektedir. Hesap
modelinde catlakl1 kesit esneklik katsayisi Lineer Elastik Kirilma Mekanigi’ nden elde edilen
bir donme yay1 ile temsil edilmektedir. Donme yay1 ile birbirinden ayrilan kiris bélumlerinin
elastik egri ifadeleri Integrasyon Yontemi ile belirlenmektedir. Bu yontemle konsol kiris ve
basit kirise ait elastik egri ifadeleri acik sekilde elde edilmektedir. Bu ifadeler boyutsuz
buyuklUkler kullamlip yeniden yazilmakta ve catlak yeri, catlak derinligi (buyuklugl) ve
mesnet kosullar1 gibi parametrelerin  etkileri  incelenmektedir. Calisma, catlaklarin
mevcudiyetinin kiris disey yerdegistirmelerini, beklendigi gibi, dnemli Olclde etkiledigini
ortaya koymaktadhr.

Anahtar kelimeler: Catlak, kiris, yerdegistirmeler.

ANALYTICAL DETERMINATION OF DEFLECTIONS OF CRACKED BEAMS
ABSTRACT

In this study, the vertical deflections of single span, rectangular cross-sectional beams having
only one edge crack are determined analytically under the action of uniformly distributed
transverse loading. In the calculation model, the cracked section is represented by arotational
spring whose flexibility coefficient is determined from the Linear Elastic Fracture Mechanics.
The elastic curve expressions of the beam segments separated by the rotational spring are
determined by the Integration Method. Using this method, the elastic curve functions of
cantilever and simply supported beams are obtained in explicit form. These expressions are
rewritten by using of the dimensionless quantities, and the effects of the parameters such as
crack location, crack depth (severity) and support conditions are investigated. The study
shows that the presence of cracks effects, as expected, the beam vertical deflections
significantly.

Keywords: Beam, crack, deflections.
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1. GIRIS

Malzeme Uretim teknolojisindeki gelismeler ile gunimizde oldukga kaliteli ve yiksek
dayammli malzemeler Uretilebilmektedir. Buna karsilik bu tir malzemelerle Uretilen yap1 ve
makina elemanlarinda zamanla, ¢esitli nedenlerden dolay: hasarlar olusabilmektedir. Catlaklar
bu hasarlarin en 6nemlilerinden biri olup, bunlar yapisal bitinltgt olumsuz etkilemekte ve
yap1 elemanlarinda yerel esnekliklere yol agmaktadirlar. Bunun sonucunda yapisal elemanin
statik ve dinamik yukler altindaki davramsinda belirgin degisimler meydana gelmekte,
dayamim ve rijitligi dismekte ve guvenligi azalmaktadir. Literattirde bu konularda gok sayida
makale bulunmaktadir [1-5]. Catlaklarin Kiris, mil, plak gibi elemanlarin dusey
yerdegistirmeleri Uzerinde de etkilerinin olacag: agiktir. Bu galismada, sadece bir tane gatlag:
olan, tek aciklikli, dikdortgen kesitli kirislerde statik olarak etkiyen diizgin yayili yukleme
atinda olusan dusey yerdegistirmelerin (sehimlerin) anaitik olarak belirlenmesi
amaclanmistir. Acikliklar: kesit yiksekliklerine gore yeterince biyuk kirisler dikkate alinmus
ve buna dayanarak kesme kuvvetinin elastik egriye etkisi ihmal edilmistir. Kiris malzemesinin
dogrusal-elastik, homojen ve izotrop oldugu, catlagin ise kiris eksenine dik, Uniform
derinlikli, ilerlemeyen agik bir kenar catlag: oldugu kabul edilmistir.

2. HESAP MODEL1 VE PROBLEMIN FORMULASYONU

Statik olarak etkiyen diizgin yayili yUkle yukli, sabit dikdortgen kesitli, z= L. de ilerlemeyen
a derinliginde bir kenar catlagi olan Sekil 1 a)’daki gibi bir kiris goz 6nune alinsin. Kirisin
hesap modeli Sekil 1 b)'de gosterilmistir. Burada, Kirisi iki bolgeye ayiran catlakli kesit
donme rijitligi Ry olan kitlesiz bir dénme yay: ile temsil edilmistir. Giris boliminde
belirtildigi gibi bir catlak, bulundugu elemanda yerel bir esneklige yol agmaktadir.
Literatirde, catlakli kesitler icin Lineer Elastik Kirilma Mekanigi teorisine dayamilarak elde
edilen ve catlak derinliginin bir fonksiyonu olan yerel esneklik katsayilar: verilmistir. Ornegin
Zheng ve Fan [2] h kesit yiksekligine sahip dikdortgen kesitli Kkirislerde, a derinliginde
catlagi olan bir kesit icin x = a/h olmak Uzere

Ale—r «_/ ]

e d h 2 El @ El
_______________ L ]
b G-z» " ‘
__|_C L
V(D) '
@ (b)

Sekil 1. (a) Tek catlakh Kiris, (b) kirisin hesap modeli.

h
12El

C»

f(x) (1a)

f(x) = e¥®¥)(- 0.2314" 10*x +52.379% 2 - 130.2463x ® +308.4111x * - 602.1761x ° 15
+937.6805x © - 1306.7397x 7 +1398.7523« ® - 1059.6215x ° + 388.1628x °)

ifadesini vermislerdir. Literatirde bu ifadeye yakin sonuclar veren baska ifadeler de
bulunmaktadir. DOnme yaymnin rijitligi
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R, =yC (2)

olarak belirlenir. Boylece eldeki elastik egri problemi; iki bolgeli ve bu bolgeler arasinda
donme rijitligi (2) ifadesi ile belirli olan bir problem durumuna dontsmektedir. Elastik egri
fonksiyonu birinci bolge (0£z£L,) icin vi(2), ikinci bolge (L,£z£L) igin va(2) olarak
alindiginda

Elvi'(2)=q , EIV;(2=q (3a,b)

ifadeleri yazilabilir. Bu ifadelerin ardisik olarak dort kez integrali alinarak vi(z) ve vi(2)
fonksiyonlar: toplam 8 integral sabitine bagli olarak yazilirlar. Herhangi bir kirisin iki ucunda
4 kosul yazilabilir. Gerekli olan diger 4 kosul ise kiris bolgelerinin smirinda, yani donme
yaymin oldugu yerde yazilacak kosullardir. Burada, yerdegistirmeler, egilme momentleri ve
kesme kuvvetleri arasinda bir streklilik oldugu hade, yayin iki ucunun farkli miktarlarda
donmesi yuzinden, donmeler (egimler) arasinda bir siireksizlik olacagi agiktir, Sekil 2. Bu
kosullar

Vl(Lc) :VZ(LC)_[_]
veEL,) = VEL, )y (4a)
VL) = VL))

V%Lc) - Vﬂ(l-c) :qZ(LC) - ql(Lc) = m(l_c) - _ Ml(Lc)

(4b)
R,

Birinci bdlgenin tegeti
ikinci bolgenin tegeti

o Birinci
a Catlaksiz kirig bolge Da(Le)
L '—cJ ikinci bolge

Sekil 2. Catlakli kiriste donme yaymin oldugu kesitte egimlerin stireksizligi.

olarak yazilabilir. Boylece eldeki 8 kosul kullanmlarak 8 integrasyon sabiti belirlenir ve vi(2)
ve V,(2) elastik egri fonksiyonlar: elde edilmis olur. Bu fonksiyonlar yardimiyla ¢atlak iceren
kirislerde yerdegistirmeler hesaplanabilir. Ayrica, ¢atlak yeri, catlak derinligi (buyukltgl) ve
kiris uc sartlar: gibi parametrelerin yerdegistirmeler Uzerindeki etkileri de belirlenebilir.

3. CATLAKLI KONSOL VE BASIT KiRiSIN ELASTiIK EGRi iIFADELERI

Bu bolimde birer catlagi olan iki Kiris igin elastik egri fonksiyonlar: yukarida agiklanan
sekilde elde edilmistir.

3.1 Konsol Kiris
Bu kiris icin hesap modeli Sekil 1 b)’de gosterildigi gibidir. (3a) ve (3b) ifadeleri ard arda dort
kez integre edildiginde

ElvV=q , (0£z£L,) (5a)
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Elvt=qgz+C,
El vlfltzéqzz +C,z+C,
El vldizéqz?’ +%Clz2 +C,z+C,
Elv, =2—14qz4 +%Clz3 +%sz2 +C,z+C,
ve

Elvy =q , (L £z£L)
ElvE=0gz+ D,

El ngB:%qz2 +D,z+D,
_1 3 1 2
Elvg‘a—ng +§Dlz +D,z+ D,

1 1 1
Elv, =§qz4 +ED123 5 D,z* +D,z+D,

(5b)
(50)

(5d)

(5e)

(6a)
(6b)

(6¢)
(6d)

(6e)

ifadeleri elde edilir. Sinir kosullar1 z = 0 ve z = L'de yazilan asagidaki kosullar olup,

bunlardan

v, ,=0 P C,=0
v =0 b C,=
1
v =0 b EqL2+D1L+D2:o

v =0 P q.+D,;=0 ® D,=-qL

degerleri elde edilmektedir. D;'in bu degeri bir onceki denklemde yazilarak D, :qL2/2
olarak bulunmaktadir. Boylece dort sabit belirlenmis olmakta, geriye kalan dort tanesi ise iki

bolgenin sinirinda, z= L., (4a) ve (4b) kosullar1 yazilip

C,=-qL : C, :%qL2
1 El 1 El
D; =- Eﬁq(L- Lc)2 , D, :EEQ(L' Lc)ZL

olarak elde edilmektedir. Sabitler (5€) ve (6e) ifadelerine yerlestirilerek elastik egri

fonksiyonlari;

vl(z):itﬁz“-EL23'+1L222€J
El &4 6 4 H

ve

(7)
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V()= 3 &L 5 L ;;:(L L) (z- L) ®

El 824 6

O\

olarak belirlenmis olmaktadhr.

3.2 Basit kiris
Bdyle bir kirisin hesap modeli Sekil 3'de gosterilmistir. Bu kiris icin hesap yapildiginda
integrasyon sabitleri

El Rq El
__|_C L |

vV(Z) ¥

Sekil 3. Catlakli basit kiris icin hesap modeli.

C,=D,=-—qlL , C,=D,=0
1El L, 1 1El 12
——qL3+——q(L L)~ s=—-q®- > =qlL- L)
2R, L 24 2R, L
C4 =0 ; D4 :lﬂq(L- Lc)Li
2R
olarak belirlenmekte ve elastik egri fonksiyonlari
qé 2 ou
l( )_ ei - iLZ3 iL3+EE(L L ) L—: Z0) (9)
824 12 24~ 2R L3
ve
2 0
v, =98t 1, L2- 15 L-L) =%+ 280 s o
El §24° 12 §7 Ly 2R g

seklinde elde edilmektedir.
4. IFADELERIN BASITLESTIRILMESI VE PARAMETRIK INCELEMELER

Bu bolumde, bir onceki bolimde elde edilmis olan elastik egri fonksiyonlari boyutsuz
buytklUkler yardimiyla daha kullarisli bir halde yeniden yazilmustir. S6z konusu boyutsuz
buyukltkler

h =L./L : boyutsuz catlak yeri (11a)
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z =z/L : kiris boyunca boyutsuz koordinat (11b)
W= EI/R,L : boyutsuz gatlak biyiklGgu (11¢)

olarak tanimlanmaktadir [6].
4.1 Konsol Kiris

Bu kiris icin (7) ve (8)'de verilen fonksiyonlar, (11)’de tammmlanan bulyuklikler dikkate
alinarak

4

::: qL [24-423+622] 0£z £h
Vé(2) :_f_ L 24El (12)
[0 b izt +12Wl-h)z-h)] hEz £l

1 24E

haline getirilmis olurlar. Catlaksiz bir konsol kiris igin elastik egri ifadesinin

viz)= qL

" 24E|

4

4 azi+ez?| oz £ (13)

oldugu kolayca belirlenebilir [7]. (12) ve (13) ifadelerindeki “¢” ve “s” Ust indideri, sirasiyla
“catlakln kiris” ve “catlaksiz kiris” anlamina gelmektedir. Catlagin kiris yerdegistirmeleri
Uzerindeki etkisini gormek i¢in (12)’ deki ifadelerden (13) ifadesi ¢cikarildiginda

Il 0 O£z £h
— S - S = 4
Di=vi-visi - owa-hYz-h)  hEez gl (14)

sonucuna ulasiimaktadir. Buradaki birinci ifade, yani O, gatlakli bir konsol kiriste, catlak ile
mesnet arasindaki yerdegistirmelerin catlaksiz kirisinkine esit oldugunu ifade etmektedir.
Ikinci ifade ise catlaktan sonraki kiris boliimiinde yerdegistirmelerde artmalar oldugunu ve
bunlarin z 'yadogrusal olarak bagli oldugunu gostermektedir. Sekil 4 a)’dah =L,/L =0.30

ve W=EI/RL =015 degerleri icin Dv/(qL'/24EI) biiyiikliginin z 'ya gore degisimi
verilmistir.

Sekil 4 b)’de kirisin ug kesiti, z =1, icin ¢atlakl1 ve catlaksiz durumlardaki yerdegistirmelerin
farkinin, boyutsuz catlak yeri h’ya gore degisimi, W’mn c¢esitli degerleri icin ¢izilmistir.
Sekilden goruldigu gibi W’ daki artisla, yerdegistirmeler farki da orantili olarak artmaktadir.
Burada W igin (ve dolayisiyla bu buyukltgun bagli oldugu boyutsuz catlak derinligi x igin)
kigUk sayilabilecek degerler kullanilmustir. Catlak derinliginin ve buna bagli olarak W’ nin
artmasiyla yerdegistirmelerin de artacagi, smir durum olarak W’nin sonsuza yaklasmasi
halinde ise yerdegistirmelerin de teorik olarak sonsuz degerine gidecegi anlasilmaktadir. Bu
durum, catlakli kesitin artik adi bir mafsal gibi davranmas: ve sistemin de bir mekanizma
halini almast anlamina gelir. Sekilden, mesnete yakin catlaklarin daha biyik yerdegistirme
artiglarina sebep oldugu da agikga gorulmektedir. Diizgun yayili yikle yukld bir konsol kiriste
en buyuk egilme momenti mesnet kesitinde oldugundan, burada ya da buraya yakin
kisimlardaki gatlaklarin etkisinin buyik oldugu anlasil maktadir.
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Yerdegitirmeler farkini veren (14) ifadelerinin Z e gore (z = z/L) turevi aindiginda, ¢atlakl:
ve catlaksiz durumlar arasindaki egim farkini veren asagidaki ifadel ere ulasil maktadir.

| 0 0£z £h
=qt-q° =1 q® 15
== pwioh)? hez el (13)

Bu ifadelerin z 'dan bagimsiz olduguna dikkat edilmelidir. Sekil 4 c)’de h =0.30 ve
W=0.15 degerleri icin Dq/(qL3/24EI)’n1n z 'ya gore degisimi verilmistir. Catlak olan
kesitte, z =h =0.30, egim farkindaki atlama agikga gorilmektedir.

0.75
06 4

g -
Soss- g
1 <
< 2
< 0.3 - ~
s 3

1
0.882
1
_ 0754 :
] I
A
®7 05 : W=0.15
S ; h =030
8 I
0.25 |
I
' (0
O 1 I T T T

0 02 04 06 08 1
z =z/L

Sekil 4. Bir konsol kiriste, yerdegistirmeler farkinin (a) z 'yagore degisimi (h = 0.30;
W=0.15), (b) h 'yagore degisimi (z =1; W=0.05, 0.10 ve 0.20), (c) egimler farkinin
z 'yagore degisimi (h =0.30; W=0.15).
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4.2 Basit Kiris
Bu kirig icin (9) ve (10)' da verilen ifadeler (11)’ de tammlanan biyukltkler dikkate alinarak
4
: e 275+ (l+12W1- h)h )z | 0£z £h
Vé(z) = I Y 24El (16)
B4l 220+ (- 122W(1- h)h2)z +12W(L- hh?] hez £1

T 24El|

seklinde yazilmis olurlar. Dlizgin yayili yukle yuklu catlaksiz bir basit kiris icin elastik egri
fonksiyonu

4
= Lo 2542] o0fzf1 (17)
" 24E)

olarak belirlenmektedir. (16) ifadelerinden (17) cikarildiginda

i 4
i Lo h)he 0£z £h

Dv=Vé- Vs =i E44E| (18)
i 1owh2(1-h)i-z) hez £1
1 24E1

olarak catlakl: ve catlaksiz kirislerin yerdegistirmelerinin farkin1 veren ifadeler elde edilir. Bu
ifadelerin her ikis de z 'ya dogrusal olarak baglhidir. Sekil 5 a)’da h =0.3 ve W=0.15

degerleri icin Dv/ (qL4 /24EI) blyuklGguntn z ’yagore degisimi ¢izilmistir.

Sekil 5 b)’'de kirisin orta kesiti, z = 0.5, icin yerdegistirmeler farkinin, boyutsuz catlak yeri
h'ya gore degisimi, W'mn cesitli degerleri icin cizilmistir. (18) ifadelerinden agikca
anlasildigr ve bu sekilden de gorulebildigi gibi, yerdegistirmeler farki, boyutsuz catlak
blyuklGgl olan W ile dogrusal olarak degismektedir. Burada da W igin kictik sayilabilecek
degerler kullamldigina dikkat edilmelidir. Blyuk catlak derinliklerinin ve dolayisiyla blyik
W degerlerinin ¢cok daha blylk yerdegistirme artislarina yol agacag: aciktir. Sekilden ayrica,
aciklik ortasindaki bir gatlagin en buylk yerdegistirme artisina yol actigi, gatlak mesnete
yaklastikca etkisinin azaldigi ve nihayet tam mesnet Uzerinde iken etkisinin olmadigi
anlasilmaktadir. DUzgin yayili yukle yuklt bir basit kiriste en biyik egilme momenti agiklik
ortasinda oldugundan, burada ya da buraya yakin kiris bolumlerindeki catlaklarin
yerdegistirme artiglar: Uzerindeki etkilerinin biyik oldugu sonucuna varilmaktadir.

Son olarak (18) ifadesinin z'e gore (z =z/L) turevi aindiginda, catlakli ve catlaksiz
durumlar arasindaki egim farkini veren asagidaki (19) ifadelerine ulasilmaktadir. Bu ifadeler
de (15) ifadeleri gibi z *den bagimsizdir. Sekil 5 c)’de h =0.30 ve W=0.15 degerleri icin
Dq/(qL3/24EI)’n1n z 'ya gore degisimi gizilmistir. Catlak olan kesitte, z =h =0.30, egim
farkindaki atlama net olarak gorulmektedir.

3

|
“12W(1- h)’h 0£z £h
Dy =q°-q° = 2L43;E' (19)
}245 [ 12wh2@-h)  hez e
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0.1 ‘ ‘ ‘ 0.16
| | |
l l (3
0084 a1
l l l 0.12 -
Qoof [N g
i ; : ; ¥, 0.08 A
S S
5 | | | 5
| |
= | | 0.04 4
oozl /| w=015 || N\ |
h =030 | ;
0 : : : : 0
0 02 04 06 08 1 0
z2=2z/L
0.3
0.2646 I (©)
— |
@ ; =015
& 015 4 I w=0.
> I h =0.30
O
= |
ol I
I z =z/L
O T I T T T
D 02 j 04 06 08 |
: -0.1134
-0.15

Sekil 5. Bir basit kiriste, yerdegistirmeler farkinin () z *ya gore degisimi (h = 0.30;
W =0.15), (b) h 'yagore degisimi (z =0.5; W=0.05, 0.10 ve 0.20), (c) egimler farkinin
z 'yagoredegisimi (h =0.30; W=0.15).

Ele alinmis olan iki basit ornek, tek bir gatlagin dahi, statik olarak etkiyen yukler altindaki
kiris tari yap elemanlarmin yerdegistirmeleri Uzerinde o©nemli etkilerinin oldugunu
gostermistir. Bazi yapilarda, eleman kesit boyutlarinin yetersizligi, malzeme kalitesinin
dusukligi vel/veya yukleme durumunun degismesi gibi nedenlere bagl olarak olusan catlak
ya da catlaklarin elemandaki sehimleri ne denli artirmis oldugu bir gok insanmin gézlemledigi,
bu durumu gercekleyen pratik bir ornektir.

Y ukaridaki Kiriglerin her ikisi de goruldigu gibi izostatiktir. Tek agiklikli hiperstatik kirisler
de benzer sekilde incelenebilir. Ayrica, catlak ya da catlaklar: olan sirekli kirislerin (gok
aciklikli kopru kirigleri gibi) ve cercevelerin incelenmesi de mumkunddr. Ancak bdyle buyuk
sistemlerde, bu calismada kullamilan diferansiyel denklem yaklasimi yerine, matris
yaklagimini1 kullanmanin daha uygun olacagini belirtmek gerekir [6].
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5. SONUCLAR

Tek bir kenar catlag: olan, sabit dikdortgen kesitli ve tek agiklikli kiriglerde yerdegistirmelerin
analitik olarak belirlenmeye calisildigi bu makalede konsol ve basit kiris rnekleri ele alinarak
elastik egri fonksiyonlar: agik bir sekilde elde edilmistir. Boyutsuz biyukltkler yardimiyla bu
fonksiyonlar daha kullanishi bir halde yeniden yazilmis ve parametrik incelemeler yapilmistir.
Bu incelemeler bir catlagin kirisin yerdegistirmeleri lzerinde beklendigi gibi etkisinin
oldugunu ve bu etkinin sadece catlagin biydklaga ile degil, aymi zamanda yeri ve Kirisin
mesnet durumu ile iliskili oldugunu ortaya koymustur. Blyuk bir catlagin daha buyuk bir
yerdegistirme artisina sebep oldugu asikdr sonucu yaninda, bir ¢atlagin, egilme momentinin
blyUk oldugu kiris bolumunde yer almast halinde yerdegistirmelerde daha fazla artisa yol
actig1 sonucuna ulasilmistir.

Uygun esneklik katsayilarmin kullanilmast ile bu ¢alismanin farkli kesit sekillerine sahip
kirislere uygulanmasi da mumkunddir.
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